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Double Cosets as Class Notation and Basis of  Nomenclature and Their 
Enumeration 

The general principle of classifying molecules of a common gross formula according to "configu- 
rations"is founded on the combination of two abstractions among rigid molecular models with a common 
molecular frame, numbered places for ligands, and numbered ligands. It is shown that the various 
points of view, which can he taken for the classification are determined by two accordingly chosen 
subgroups 92 and ~B of a permutation group ~, the configurations being defined by the double cosets 
of the product 92~. Just as the irreducible representations of the symmetry group of an observable 
furnish the nomenclature for different types of eingenfunctions the double cosets here provide a 
nomenclature for the configurations. The special principle of classification is given by the choice of 
92, ~3 and ~. Thus, the enumeration of configuration leads to the generalised problem of enumerating 
double cosets. For this, three formulas are derived. In case of the special group ~ = ~ ,  G. P61ya found a 
formula of enumeration which is shown to reduce to our formulas in the appendix�9 

Das allgemeine Prinzip, Molek/ile gleicher Bruttoformel nach ,,Konfigurationen" zu klassifizieren, 
beruht auf der Kombination zweier Abstraktionsprozesse in der Menge starrer Molekiilmodelle zu 
einem gemeinsamen Molekiilgerfist mit bezifferten Pl~itzen ffir Liganden und bezifferten Liganden. Es 
wird gezeigt, dab die m6glichen Klassifizierungsgesichtspunkte den m6glichen Einteilungen von 
Permutationen einer Gruppe ~ in Doppelnebenklassen des Produkts zweier entsprechend ausge- 
w~ihlten Untergruppen 91 und ~3 entsprechen. ,~hnlich wie die irreduziblen Darstellungen der Symme- 
triegruppe einer Observablen die Nomenklatur ffir die Rassen der Eigenfunktion liefern, stellen die 
Doppelnebenklassen eine Nomenklatur fiir Konfigurationen. Das spezielle Klassifizierungsprinzip 
driickt sich in der Wahl der Gruppen 9.I, ~3 und ~ aus. Die Abz~ihlung von Konfigurationen fiihrt 
damit auf das verallgemeinerte Problem der Abz~ihlung yon Doppelnebenklassen. Dafiir werden drei 
Formeln abgeleitet. Im Falle der speziellen Gruppe ~ = ~ ,  ist von G. P61ya eine Anzahlformel ent- 
wickelt worden, die im Anhang auf unsere Formeln zuriJckgefiihrt wird. 

Les propri6t6s pseudoscalaires des mol6cules chirales sont l'object d'une th6orie alg6brique 
apr6s une d6finition convenable des classes de mol6cules. L'analyse du ph6nom6ne de chiralitb sur 
ces classes conduit h des aspects particuliers de la th6orie de la repr6sentation des fonctions de chira- 
lit6, g une nouvelle structure de r6seau des partitions, ~t des propri6t~s des groupes de permutation 
qui y sont li6s et donne finalement un aper~u sur la structure des points de vue approch6s pour les 
fonctions de chiralit6. Ainsi le pr6sent article contient des aspects purement math6matiques. Les 
th6or6mes math6matiques qui seront 6nonc6s et prouv6s sans r6f6rence essentielle ~t la physique 
se trouveront dans l'appendice. L'article lui-m~me pr6sente en premier lieu le ph6nom6ne physique; 
les concepts propos6s par le formalisme math6matique tels que: ordre de chiralit6, indice de chiralit6, 
nombres de chiralit6, compl6tude qualitative, hypoth6se br6ve, partitions active et inactive des ligands, 
etc.., donnent lieu ~t une syst6matisation et ~t une 6tude concernant la measure des propri6t6s li6es 

�9 h la chiralit6 des mol6cules. Par example, les points de vue co- et contravariant pour le comportement 
des fonctions par transformation nozs deux interpr6tations possibles des fonctions par transformation 
nous donne deux interpr6tations possibles des fonctions de chiralit& Nous pouvons consid6rer les 
composantes des fonctions appartenant ~t des repr6sentations irr6ductibles comme des fonctions 
de chiralit6 pour des m61anges d'isom6res. De 1/l les op6rateurs de projection sont dot6s d'une inter- 
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pr6tation physique d'op6rateurs d'ensemble pour les m61anges d'isom6res. Le chapitre 10 esquisse 
des applications de la th6orie de cet article. Les premieres comparaisons convaincantes des donn6es 
exp6rimentales pour le pouvoir rotatoire des d6riv6s all6niques avec les valeurs th6oriques bas~es 
sur les approximations des m6thodes pr6sent6es aux chapitres 8 et 10 sont disponibles et en vole 
de publication. Les consequences math6matiques de la d6finition du r6seau de partition donn6e 
au chapitre 6 seront d6velopp6es par ailleurs. 

Problemstellung 

Die P61yasche Abz~ihlmethode [4] gibt Antwort auf die Frage nach der Anzahl 
yon substitutionsisomeren Molekiilen mit teilweise gleichartigen Liganden. Wit 
nehmen das Abz~hlproblem zum Anlal3 einer Analyse yon Klassifizierungsprin- 
zipien fiir Molektile gleicher Bruttoformel und tibersetzen die m6glichen Stand- 
punkte in einen algebraischen Sachverhalt, der einerseits den Klassifizierungs- 
modus und die naturgem~ige Nomenklatur ftir die Klassen repr~isentiert und sich 
andererseits dazu eignet, die Anzahl solcher Klassen in allgemeiner Form zu be- 
stimmen. Die verwendete Terminologie ist yon der Absicht bestimmt, ein alge- 
braisches Problem zu formulieren, ohne die Konvention chemischer Begriffe zu 
verlassen. 

Wir nennen eine r~iumliche Anordnung yon endlich vielen Punkten ein 
Molekfilgertist und eine Bewertung der Punkte, d.h. eine Belegung der numerierten 
Gertistpl~itze mit numerierten Objekten (Liganden) ein geordnetes Molekiil. Mit 
fester Numerierung der Gertistpl~itze gibt es demnach n! verschiedene geordnete 
Molektile der gleichen Bruttoformel entsprechend der Zahl der m6glichen Ver- 
teilungen yon n Objekten auf n Pl~itze. Molek/ile bzw. Klassen von Molektilen 
entstehen aus einer Gesamtheit yon geordneten Molektilen durch die Kombi- 
nation zweier Abstraktionsprozesse, und zwar: 

a) Unter den Liganden gibt es solehe gleicher Art oder solche, die wit aus 
Grfinden einer ehemischen, physikalischen oder formalen Ahnlichkeit 
nicht unterscheiden wollen, und wit nehmen Umordnungen solcher 
Liganden nieht zur Kenntnis. ~ sei die Gruppe aller Permutationen, die 
derartige Umordnungen hervorrufen. 

b) Es gibt Umbesetzungen am Gertist, die wit unabNingig yon der Natur der 
Liganden, die dabei umgeordnet werden, nicht zur Kenntnis nehmen wollen. 
Die Gruppe aller dieser Permutationen sei 9.I. 

Die Permutationen der Gruppen 9A und ~ bewirken Umordnungen der 
Liganden, aber die Permutationen aus ~ beziehen sich auf die Ligandenziffern, 
w~ihrend diejenigen aus 9A auf die Geriistziffern bezogen sind. Die Gruppe aller 
zul~issigen Permutationen sei ebenfalls auf Geriistziffern bezogen und soll mit 
bezeichnet werden. 

Die Permutationen aus den beiden Gruppen 9d und ~ bewirken an einem 
beliebigen geordneten Molekfil alle jene Umordnungen yon Liganden und nur 
solche, die wit definitionsgemN3 nicht zur Kenntnis nehmen wollen. Damit ist die 
Menge aller geordneten Molekfile naeh einem dutch die spezielle Natur  der 
Gruppen 9A und ~ vorgezeichneten Prinzip klassifizierbar. Wir nennen die ent- 
standenen Klassen darauf bezugnehmend 9A~-Konfigurationen. Die Erkl~irung 
ffir die Bezeichnung durch ~ start ~ ergibt sich sp~iter. 
20 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 19 
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W~ihrend die Gruppe ~3 im allgemeinen durch die Partition der Liganden- 
sorten bei gegebenem Ligandensortiment feststeht, drfickt sich in der Wahl von 
~I die Klassifizierungsabsicht aus. 

Mit einer Gruppe 2,  deren Permutationen den Drehungen aus der Symmetrie- 
gruppe des Molekfilgerfists entsprechen, sind 9.I~3-Konfigurationen ReprSsen- 
tanten f~ir starre Molekfilmodelle von Isomeren. Es kann erwfinscht sein, den 
Molekfilbegriff unter Bezugnahme auf eine spezielle MeBtechnik zu erweitern, 
weil Umgruppierungen yon Liganden an gewissen Geriiststellen, z.B. hervor- 
gerufen durch gegenseitige Verdrehung von Gerfistteilen um ~r-Bindungen, Aus- 
tausch von Nachbarliganden, Pseudorotationen und dergleichen innerhalb der 
MeBzeit stattfinden und daher nur die Gesamtheiten durch solche Anordnungen 
verschiedener Exemplare zu beobachten sind. Unter Hinzunahme aller entspre- 
chenden Permutationen in die Gruppe 9.1 haben wit dann 9~3-Konfigurationen, 
die sich mit diesem Molekfilbegriff decken. Schliel31ich m6gen unabh~ingig von 
der Mel3methode Grfinde systematischer Art vorliegen, Molekiile, die sich in 
gewissen Umordnungen der Liganden unterscheiden, per definitionem zu Klassen 
zusammenzufassen (Antipodenpaare mit achiralem Geriist). Wie die Stereochemie 
zeigt, interessieren auch Konfigurationen aus einer Gesamtheit yon Liganden- 
anordnungen, die sich nur durch zul~issige Permutationen, also Permutationen 
mit Nebenbedingungen unterscheiden. In diesem Falle stehen die 9.1~3-Konfigu- 
rationen innerhalb einer Gruppe ~ C ~ ,  zur Debatte, die wir [-5, 6] als Gruppe 
konstitutionserhaltender Permutationen bezeichnet haben. Sie enthNt neben 
starren Drehungen alle Umordnungen, die m6glich sind, ohne die Topologie der 
Nachbarschaft zu zerst6ren. 

Wir wollen zun~ichst die P61yasche Abz~ihlmethode referieren, mit der im 
Spezialfall ~ = ~n, die Anzahl der 9.I~3-Konfigurationen ermittelt werden kann. 

P61yasche Abz~ihlmethode 

Die Bruttoformel der geordneten Molekfile zu einem Geriist mit n Geriist- 
stellen sei festgelegt durch eine Zerlegung n l ,  n 2 . . .  n o von n 1, wobei n i die Zahl der 
Liganden yon der Sorte i sei; 0 bezeichnet also die Zahl der Sorten. Die Permuta- 
tionen der Gruppe ~ seien als Produkte ziffernfremder Zyklen dargestellt, wobei 
alle nicht permutierten Ziffern durch Zyklen der L~inge eins reprasentiert seien. 
Fiir eine Permutation ~mit al(a) Zyklen der L~inge 1, a2(v) Zyklen der L~inge 2 
und a,(~) Zyklen der L~inge n gilt: 

n = ~ ~'a~(O 
v = l  

mit Koeffizienten a~(o), die fiir ein bestimmtes ~ nicht alle von Null verschieden 
sein k6nnen. 

P61ya ordnet gem~iB Definition (1) jeder Permutation ~ ~ 9~ ein homogenes 
Polynom n-ten Grades in Q Variablen x i mit i = 1, 2... 0 zu 

//J (Xl ,  X e ) =  { ~  "la,(,O(O ]a2(O { o Jan(o) 

1 Wir verstehen unter Zerlegung im Unterschied zu Partition eine Aufteilung der Zahl n gem~il3 
n = n 1 + n2 +- . .  + % ohne Zusatzbedingung fiber abnehmende Betr~ige der n i. 
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und bildet den Mittelwert dieser Polynome fiber der Gruppe 91 (ihre Ordnung sei 
mit [911 bezeichnet) 

1 
p(X1 . . . .  XO) : ] - ~  2 P j(X1 . . . .  XO)" 

Die Entwicklung von ~(xl, ... x0) nach Monomen x 1 . . . .  X2 . . . . .  xno ~ hat die Form 

~ ( x l ,  . . .  x o) = ~ a ( n l ,  . . .  n o) x1"lx2 "~. . . . .  x"o~, (2) 
~ni=n 

wobei die Summe fiber alle Verteilungen von n l~iuft. 
Wie P61ya beweist, stimmen die Koeffizienten a ( n t ,  . . .  no) mit der Zahl 

z ( n l ,  . . .  no) der 91~3(n 1 . . . .  n0)-Konfigurationen fiberein, wenn mit ~3(n 1, ... no) 
= ~,1 x ~,~ x -.. x ~,~ die Gruppe aller Permutationen gleichwertiger Liganden 
zur Zerlegung nl, rt 2 . . . .  n o bezeichnet wird. 

Als Beispiel ffir eine Anzahlbestimmung beantworten wir die Frage nach der 
Zahl chiraler und achiraler Molekfile ohne innere Beweglichkeiten in einer 
chiralen Molekfilklasse mit achiralem Gertist. Dabei seien alle Ligandensorti- 
mente zugelassen, die sich aus Liganden yon 0 < n vorgegebenen Arten kombi- 
nieren lassen. Dazu geh6ren also unter anderem z.B. 0 achirale Molekfile mit 
Liganden einer einzigen Sorte. 

Beispiele f'fr die Abziihlung 

Die Symmetriegruppe (5 eines achiralen Gerfists enth~ilt Spiegelungsopera- 
tionen und kann [7] homomorph auf repr~isentative Permutationen einer Gruppe 
911 mit einer Untergruppe 9I 2 vom Index zwei in 911 abgebildet werden, so dab 
alle Permutationen von 912 den reinen Drehungen aus (5 entsprechen. 

Mit den Permutationsgruppen 911 und 912 erhalten wir nach den eingangs 
angestellten Betrachtungen folgende Klasseneinteilungen: 

9 1 2 ~ ( n l ,  . . .  n0)-Konfigurationen repr~isentieren Molekfile ffir ein Ligandensorti- 
merit mit nl, n 2 . . . .  n o jeweils gleichartigen Liganden, 

911~(na . . . .  n0)-Konfigurationen repr~isentieren achirale Molekfile und Anti- 
podenpaare ffir ein Ligandensortiment mit nl, n2, ... n 0 jeweils 
gleichartigen Liganden. 

Mit der Bezeichnung z l ( n  1 . . . .  no) und z 2 ( n  1 . . . .  nQ) ffir die Zahl der jeweiligen 
Konfigurationen zu einer gegebenen Zerlegung yon n ergibt sich demnach 

z l ( n  1 . . . .  nQ) = z a ( n l ,  . . .  nQ) + 2 zv (n  1 . . . .  no) , 

z 2 ( n l ,  . . .  n o ) - = z , ( n l ,  . . .  n o ) +  z p ( n l ,  . . .  no) ,  

wobei z a ( n l , . . ,  nQ) die Zahl der achiralen Molekfile und zp(n 1 . . . .  no) die Zahl der 
chiralen Antipodenpaare sind. Wir erhalten dutch Summation fiber alle Zer- 
legungen von n in h6chstens 0 yon Null verschiedene Zahlen und Aufl6sen nach 
z,(o) und zv(o) ,  den Zahlen der achiralen Molekfile und der chiralen Antipoden- 
paare ffir alle m6glichen Ligandensortimente aus h6chstens 0 verschiedenen vor- 
20* 
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gegebenen Ligandenarten 

z.(Q)=2 y~ z~(nl . . . .  ~o)-  Z z~(n~ .. . .  n~), 
Y.ni=n Yni=n 

ZP (0) : 2 Z1 (/"/1' "'" /'/Q) --  Z Z2(nl  . . . .  nO)" 
~n~=n ~ni=n 

z l ( n  1, ... ne) und z2(n 1, ... he) sind abet  gerade die Koeffizienten in (2) wenn 
93 = 9~ bzw. ~ = ~2  gesetzt wird. 

Wie unzureichend die Anschauung ffir eine Schatzung ist, solten einige Zahlen 
zeigen, die gleichzeitig die Leistungsf~ihigkeit der Methode illustrieren. 

1. Gertistsymmetrie C2v, acht Geriistpl~ttze gem~iB Fig. 1 (z.B. Adamantanon-  
derivate, bei denen alle in Spiegelebenen des Adamantanons gelegenen Gerfist- 
stellen mit Wasserstoff besetzt sind). 

Fig. 1 

Q 2 4 

z.(o) 16 256 

zp(o) 60 16 320 

2. Geriistsymmetrie Oh, sechs Ger/istpl~itze an den Ecken eines Oktaeders. 

5 A %  
1 ~ / ~ 3  0 2 3 4 5 6 

z.(O) 10 55 200 560 1316 

6 zp(O) 0 1 20 120 455 
Fig. 2 

3. Adamantanonder ivate  mit 14 Geriistpt~itzen. 

Fig. 3 

Q 2 14 

z~(o) 384 11 068 417 920 

zp(O) 3936 2 777 996 198 533 920 

~l~-Konfigurationen und Doppelnebenklassen 

Die Klassifizierung in ~ 3 -Konf i gu ra t i one n  mit der eingangs festgelegten 
Bedeutung von N und .~ ist zwar eindeutig definiert, abet  eine systematische 
Ubersicht fiber die Klassen, ihre Repr~tsentation und ihre Abz~ihlung innerhalb 
einer nicht notwendig symmetrischen Permutat ionsgruppe macht  es erforderlich, 
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beide Gruppen mit Untergruppen 9X, ~ derselben Permutationsgruppe ~ oder ~ ,  
in Zusammenhang zu bringen. 

Wir unterscheiden daher zun~ichst Operatoren ~ und ~(~), die in verschiedener 
Weise auf geordnete Molekfile wirken. Die Operatoren ~ aus ~ seien so definiert, 
wie es der Verabredung fiber die Permutationen aus 9.1 entspricht. Sie beinhalten 
also eine Permutationsvorschrift fiber Umordnungen bezfiglich Gerfistpl~itzen. 
96 sei Untergruppe von ~ und ~ enthalte alle Permutationen innerhalb einer 
Gesamtheit yon geordneten Molekfilen, die wir unabh~ingig vom Liganden- 
sortiment als m6gliche Modelle ffir unsere Molekfilklasse akzeptieren wollen 
(z.B. Stereoisomere). Wir w~ihlen wie in 1-8] ein geordnetes Standardmolekfil L, 
in dem Gerfist- und Ligandenziffern fibereinstimmen, und bezeichnen mit oL ein 
geordnetes Molekfil, das durch die Permutation ~ aus L entsteht. Es gelte: 

dl(O2L)=(OlO2)L 
wobei unter L auch eine Spaltenmatrix yon Ligandensymbolen I i mit i=  1, ... n 
verstanden werden kann 

12 Z ~  

n 

In diesem Falle entsteht das Resultat der Anwendung einer Operation ~ durch 
Linksmultiplikation von L mit einer Matrix D(~). Dabei entsprechen die Zeilen- 
ziffern der Spaltenmatrix L den Nummern der Gerfistpl~itze. Alle geordneten 
Molekfile, die wir deswegen nicht unterscheiden wollen, weil sie durch Permuta- 
tionen yon 9.1 auseinander hervorgehen, konstituieren Mengen 9.1~iL, die sich aus 
einem geordneten Molekfil oiL der jeweiligen Menge durch Anwendung aller 
Operatoren ~ ~ N ergeben. Die Operatoren aus ~ k6nnen wir, da sie sich auf 
Ligandenziffern beziehen sollen, als Permutationsvorschriften fiber die Umbe- 
setzung von Gerfistplgttzen bezfiglich bezifferter Liganden verstehen. Also bei- 
spielsweise: 

(123) bedeute: Ersetze Ligand an Platz 1 durch Ligand an Platz 2, Ligand an 
Platz 2 durch Ligand an Platz 3, Ligand an Platz 3 durch Ligand 
an Platz 1. 

o((123)) bedeute: Ersetze Platz ffir Ligand 1 durch Platz fiir Ligand 2, Platz ffir 
Ligand 2 durch Platz ffir Ligand 3, Platz ffir Ligand 3 durch 
Platz ffir Ligand 1. 

Damit sind auch die Permutationen aus ~ als Operatoren aufgeordnete Molekfile 
erkl~irt, und wir finden, dal30peratoren aus 9.I und -~ vertauschbar sind 

~(d) ~L = o~(g) L,  
denn die Gleichung 

0~(~)  0 - -1L  = o(~) L 

repr~isentiert den evidenten Befund, dab eine Permutation bezfiglich der Liganden- 
ziffern unabh~ingig davon, an weleher Stelle sich die Liganden befinden, dieselbe 
bleibt. 
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Da sieh aber eine Operation aus ~ am geordneten Molekiil L mit iiberein- 
stimmender Geriist- und Ligandenbezifferung als inverse Permutation aus 
interpretieren liiBt, falls in ~ eine solche Permutation existiert, folgt mit der 
Definition 

~(~- 1) L = ~L 

wegen 

~(g- 1) ~(~- ~) L = ~(g- 1) ~L = o~(g~ 1) L = o g L ,  

daB mit der invers isomorphen Abbildung ~(o- ~),--~ von Gruppen ~ und ~3 C 
die Menge 9)11 aller geordneten Molekfile, die 9.I !8-Konfiguration, zu der L geh6rt, 
entspreehend der Gleichung 

~ I = ~ L = ~ L = ~ $ L ,  

durch die Anwendung aller Operatoren der Form ~ '  mit ~ e 9.1, g e ~3 auf L ent- 
steht. Der Komplex 9.1!8, das Untergruppenprodukt von ~1 und !t3, ist im allge- 
meinen keine Gruppe, und es gilt im allgemeinen ~l!13 ~ !139.1. 

Die analoge Betrachtung ffir die Menge 9Jll aller geordneten Molekfile, mit 
denen zusammen oiL eine 9I!13-Konfiguration bildet, fiihrt auf die Gleichung 

~ i  = f ~ [ O i  L = 9J~i r L = r L " 

Alle geordneten Molekiile einer N!t3-Konfiguration, zu der oiL geh6rt, entstehen 
also aus L durch Anwendung von Operatoren der Form ooig mit ~ e ~I und g e !B. 

Falls die Gruppe ~ die Vereinigungsgruppe ~Ica ~3 nicht enthiilt, muB ~ auf 
solche Permutationen gleichartiger Liganden beschriinkt werden, die im Sinne 
yon ~ zuliissig sind, start !B ist also die Gruppe ~3' = ~ ~ ~ zu verwenden. Anderen- 
falls kann das Klassifikationsproblem nicht gestellt werden. 

Nach allgemeinen SMzen fiber die Zerlegung einer endlichen Gruppe in 
Doppelnebenklassen zum Produkt zweier Untergruppen 9.1 und ~ gibt es immer 
ein Repr~isentantensystem von Gruppenelementen ~1, ~2 . . . .  Oz, so dab ffir die 
Gruppe ~ eine disjunkte Zerlegung existiert vonder  Form 

= ~) 9.I@t3 mit (~'di~)("~(9~/Jk~) = leere Menge ffir alle i4= k eines Repr~i- 
i= 1 sentantensystems. 

Da unsere Gruppe ~ alle Permutationen umfaBt, die von L auf alle geordneten 
Molekiile jener Gesamtheit 931 fiihren, innerhalb der wir klassifizieren wollen, 
haben wir also gem~iB: 

9J~= ~)gJ l i=  0 9 . I ~ L  
i = l  i = i  

eine Einteilung yon 93l in Konfigurationen ~IJl~, die unter Bezugnahme auf ein 
Standardisomeres L durch die Doppelnebenklassen 9.I~i~ gekennzeichnet sind. 
Dabei ist das Repr~isentantensystem mit ~1, ~2 . . . .  ~ bis auf einen Linksfaktor 
aus g[ und einen Rechtsfaktor aus !13 festgelegt, d.h. zwei Permutationen ~i und ~'i 
sind als Repr~isentanten einer Doppelnebenklasse ~iquivalent, wenn sie in der 
Beziehung ~id = ~'i mit o ~ 9.1, ~ ~ $ stehen. 
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Die Doppelnebenklassen bzw. ein nach willkiirlichen oder physikalisch nahe- 
gelegten Prinzipien vorgegebenes Repr~isentantensystem f/Jr Doppelneben- 
klassen liefern damit eine Nomenklatur  ffir 96~3-Konfigurationen. Die Ab- 
ziihlung von 96~3-Konfigurationen ist auf die Abz~ihlung der Doppelneben- 
klassen zweier Untergruppen in einer Gruppe ~ zurfickgeffihrt. 

Dem allgemeinem Problem der Abz~ihlung wollen wir uns jetzt zuwenden und 
verzichten daher im folgenden auf die spezielle Interpretation der Gruppen 96, ~3 
und ~ als Permutationsgruppen. 

Theoreme iiber die Anzahl von Doppelnebenklassen 

Es sei vorweg bemerkt, dab die folgenden Oberlegungen in erster Linie dem 
Zweck allgemeiner Aussagen fiber die Anzahl yon Doppelnebenklassen dienen 
und die Frage der praktischen Verwertbarkeit diesbezfiglicher Formeln zur 
Anzahlbestimmung nicht diskutiert wird. 

9.I und ~3 seien Untergruppen einer endlichen Gruppe ~ mit Elementen ~. 
Aus einer Zerlegung yon ~ in Doppelnebenklassen des Untergruppenproduktes 
96~3 mit dem Repr~isentantensystem ~1 = ~e, ~2, - - -  ~z wird gem~il3 

i = 1  i = l  

eine Zerlegung in Doppelnebenklassen yon ~B96 mit dem Repriisentantensystem 
- 1  1 Pl = e, ~ 1  . . . .  p~- . Die Zahl der Doppelnebenklassen von 96~3 und ~396 in 

ist also dieselbe. 
Um einen expliziten Ausdruck ftir z zu erhalten, fiberzeugen wir uns yon der 

Gfiltigkeit der Gleichung: 

1 
- 1 ffir beliebige Elemente ~i ~ ~ 2 

~ 196~31 

und machen Gebrauch v o n d e r  bekannten Beziehung 

19611~1 19611~1 
196~1-- 1~-'96~n~1 - -  [ ~ [ n f f ~ f f  - 1 1  gfiltig ffir alle ~ e  ~ .  

Damit ergibt sich eine Anzahlformel f/Jr Doppelnebenklassen 

1 1 1 

~ 196e~1 196.II I~1 ,~| 19611~1 ~| 

G1. (3) wird besonders einfach, wenn eine der beiden Untergruppen Normalteiler 
ist. Dann lal3t sich n~imlich die Summation allgemein ausffihren, undes  ergibt sich: 

z - gfiltig wenn 96 oder ~B Normalteiler ist. 
1961 1~31 

Ffir die Herleitung von zwei weiteren Anzahlformeln benOtigen wir das Rezi- 
prozitatstheorem von Frobenius und das Mackeysche Untergruppentheorem 

2 Durch die Absolutstriche sei die Ordnung der jeweiligen Menge bezeichnet. 
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[1, 3]. Wir formulieren die beiden SMze f/Jr einen hier ben6tigten Spezialfall und 
benutzen dabei die folgenden Notation: 

[7(11)] ~ bezeichne die Induktion a der Darstellung ~) einer Untergruppe 11 
nach der Obergruppe (5, 

{7((5)}u bezeichne die Subduktion der Darstellung 7 einer Obergruppe (5 
nach der Untergruppe 11, 

17((5) C 7'((5)] sei die Zahl, die angibt, wie oft die Darstellung 7((5) in der Dar- 
stellung 7'((5) enthalten ist, 

7,((5) bezeichne die Einheitsdarstellung der Gruppe (5. 

Die beiden Theoreme lassen sich damit bei der erw~ihnten Spezialisierung in der 
vereinfachten Form (4) und (5) schreiben. Das Mackeysche Untergruppentheorem 
lautet: 

{[71 (~B)]~}~ -- ~, [7, ( 9 1 ~ i ~ i - ' ) ] ~  (4) 
i = 1  

mit ~ als Repr~isentantensystem der Doppelnebenklassen zu 9.DB. 

In Worten: 

Die identische Darstellung einer Untergruppe ~B C ~, induziert nach ~ und 
dann subduziert nach 91 C ~, entspricht einer Induktion mit den identischen 
Darstellungen aller Durchschnitte 91r 1 nach 91, wobei die ~i ein 
Repr~isentantensystem der Doppelnebenklassen zum Untergruppenprodukt 
91~3 sind. 

Das Reziprozit~itstheorem von Frobenius lautet fiir unseren Spezialfall: 

171(91) c {rr(~)}~l = Ir~(~)c [7~(91)]| (s) 

gtiltig ffir alle irreduziblen Darstellungen F~(~). 

In Worten: 

Die identische Darstellung einer Untergruppe 91 kommt in einer irreduziblen 
Darstellung Fr(~) von ~ ebensooft vor, wie die irreduzible Darstellung Fr(~) 
in der Darstellung yon ~ auftritt, welche mit der identischen von 91 induziert 
wird. 

Wir verwenden (4) und (5) abwechselnd in verschiedener Interpretation. Zun~ichst 
setzen wir in (4) 91 statt ~,  9 1 r  statt 91 und die identische Darstellung 
71(91) statt Fr(~). Damit wird die linke Seite von (5) offensichtlich eins, und wir 
haben: 

1 = 171(91) C [71( .91n~y-1) l~[  gtiltig ftir alle y~  ~. 

Fiir ein Repr~isentantensystem yi der Doppelnebenklassen von 91~B folgt daraus 
sofort: 

z =  7,(91)c ~ [ 7 i ( 9 1 r  ~ �9 
i = ,  

3 In dieser Arbeit wird unter ,,Induktion" immer ,,regul~re Induktion" verstanden (vgl. [9]). 
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Unter Ausnutzung der symmetrischen Abh~ingigkeit der Zahl z von 9A und ~3 
ergibt sich wegen (4) 

z = I~,~(~) c {[7,~(~)]| = I~1(~,) c {B,~(').I)] |  

Wir zerlegen in diesem Ausdruck die nach 6 induzierte Darstellung in ihre 
irreduziblen Bestandteile gem~iB 

k k 
[71(~)]e= ~ zr(~)rr(6 ) bzw. [71(~3)3 ~ =  2 Zr(~3)/'r(6)' 

r = l  r = l  

wobei zr(gi) bzw. zr(~ ) angibt, wie oft die irreduzible Darstellung F~(6) in der 
yon 72 (gA) bzw. 72 (~) induzierten vorkommt. Unter Benutzung yon Gleichung (5), 
die in der aufgeschriebenen Form gerade die Bedeutung yon zr(gl) hat, erhalten 
wir dann das Resultat 

k 
z = ~ z~(gx) z~(~3), (6) 

r = l  

dabei wird tiber alle irreduziblen Darstellungen F~ von 6 summiert, und z~(gx) 
bzw. z~(~3) geben an, wie oft 71(9.1) bzw. 7t(~3) in F~(6) enthalten ist. 

Wir finden eine weitere Formel ffir z, wenn wir nochmals yon der vorletzten 
Gleichung fiir z ausgehen und mit Hilfe der Charakterenrelationen bestimmen, 
wie oft Yl(N) in {[7a03)]| enthalten ist. 

Auf diese Weise ergibt sich: 
1 k 1 Z z~]| -1):~-  Z I~r~~ z~(g~) z = I~1(~)c{[7103)]| I~1 , ~  

r = l  

Dabei ist X~ ~ der Charakter zur Darstellung [71(~3)]e,X~ der Charakter zur 
Darstellung ?a(9.I), die ~ mit r = 1 . . . .  k sind die Klassen konjugierter Elemente 
yon 6,  die y~ ein Repr~isentantensystem dieser Klassen. 

Man kennt (vgl. [2]) ffir den Charakter von [7a03)] e die Beziehung 

z ~ ( ~ ) _  161 t ~ 3 ~ 1  

Durch Einsetzen in den vorangehenden Ausdruck erh~ilt man damit die Form: 

161 ~ I~lc~,l  1~3C~rl 
Z= I ~ 1 1 ~  r=t I~;rl ' (7) 

wobei fiber die Klassen konjugierter Elemente summiert wird. 

Zusammenfassend stellen wir fest: 
Die Anzahl von Doppelnebenklassen ist durch (3) und (7) auf Eigenheiten der 
Gruppenstruktur, durch (6) auf Eigenschaften der irreduziblen Darstellungen 
zurfickgeffihrt. Alle diese Gleichungen bestimmen die Anzahl von 9.1~3- oder 

91-Konfigurationen in einer Menge, wenn 9.1, ~3 und 6 entsprechend als Per- 
mutationsgruppen interpretiert werden. Insoweit die praktische Anzahlbestim- 
mung nach (3), (7) oder (6) zu schwerf~illig wird, k6nnen aus diesen Beziehungen 
numerische Methoden fiir Gruppen spezieller Struktur abgeleitet werden. Ffir 
die Gruppen 6 = 6 ,  beinhaltet die Pdlyasche Abz~ihlformel eine solche Methode. 
Ihre )kquivalenz zu unseren Formeln wird im Anhang explizit nachgewiesen. 
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Anhang 

Der Vergleich mit der P61yaschen Abz~ihlformel ist nur mfglich unter der 
Voraussetzung ~ = ~, .  Wir fibernehmen die Polynome (1) des Polyaschen An- 
satzes, ersetzen dort das Argument ~ durch r und verstehen darunter eine Be- 
zeichnung ffir die Klasse Er konjugierter Permutationen. Da sie alle dieselbe 
Zyklenstruktur haben, ist das zul~issig. 

al(r) 0 a2(r) ( 0 )an(r)  

Damit l~igt sich das fiber die Gruppe ~ gemittelte Polynom p(X 1 . . . .  XO) in der 
Form schreiben 

1 k 
= ~ I~r c ~ l  P~(Xl . . . .  xo) ,  ~(x~ ... .  xo) I~1 r=l 

wobei der Index r alle Klassen der Gruppe 6 ,  durchl~iuft. 
Mit der Entwicklung von Pr(Xl . . . .  x~) in Monome 

pr(x l ,  ... x e ) =  Z b , (n l ,  ,~ .2 . . .  H~)) X 1 2 2 " ne . . . .  XQ 

wfirde unter Bezugnahme auf Formel (7) die Gleichung 

]~,f k lg.Ic~r[ ]~B(nl, ... nQ)C~r[ 
2 z(na . . . .  n~) = [~l [~3(nl, ... n~)l r=l ICrl 

1 k 
- 19~1 Z [~c~r l  br(na, ..,. %)=a(n l ,  ... ne) 

r = l  

die (Abereinstimmung der beiden Abz~ihlformeln beweisen. 
Hinreichend daffir ist der Beweis folgender Gleichung 

I~,l I~(n~ . . . .  n o) c~ , l  (8) 
br(nl  . . . .  no) = I~rl [~3(n~ . . . .  n0) I 

Beweis von G1. (8): 

e) Wir untersuchen die linke Seite der G1. (8): 

Die Entwicklung eines Faktors aus der Produktform yon pr(x 1, ... xo) in 
Monome lautet: 

) ,aO at(r)! x~Vi~ . . . . .  ,~,(~) 
i = l  �9 

Q 

dabei l~iuft die Summe fiber alle Zerlegungen ~ vl~ = at(r ). 
i = l  

Ffir pr(x~ . . . .  xo) gilt also 

Pr(Xl, . . .  x o ) = Z  t = l  y(lt)(P)! y ~ ) ( r ) !  . . . . .  v(~)(P)[ X*l=~ " x 2  . . . . .  x o J ;  
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0 

hier liiuft die Summe fiber alle Zerlegungen ~ '  vl~ = at(r) ffir jedes t = 1, ... n, 
i = 1  

und daher gilt ffir die Koeffizienten 

br(nl ,  "'" no) = ~ ~ I  
a~(r) ! 

,=1 v(~)(r)! v~)(r)! ..... v~)(r) ! , (8a) 

wobei sich die Summe fiber alle Zerlegungen ~ v l ~  as(r) ffir jedes t = 1, ... n 

mit der Nebenbedingung t vl~ = n i ffir i = 1 . . . .  Q erstreckt. 
t = l  

fl) Wir untersuchen die rechte Seite yon  G1. (8): 

Die Ordnung  einer Klasse konjugierter  Elemente in der ~,~ mit der Zyklen- 
s t ruktur:  z(1 ~ Zyklen der Liinge 1, r(~ ) Zyklen der L~inge 2, z~i) Zyklen der L~inge n~, 

ni  

Zahlen z(t ~ ffir die also gilt ~ t zl ~ = n~, ist gegeben durch 
t = l  

nil 
lqOz~)! 25.z(~)T ~(o (1)i 

�9 " " " "  Y/i "~ ~'n i �9 

Mit einer Erweiterung des Definitionsbereiches ffir die zl ~ durch die Festsetzung 
"c~;) = 0 ffir t = n~ + 1,. . .  n k6nnen wir schreiben 

�9 ~ 1  �9 ' ' " "  " / /  77n �9 

Dami t  erhalten wir die Ordnung  des Durchschni t ts  ~ c~ ~(n~ . . . .  n~) 

I ~ r ~ 3 ( n l ,  ... ne)l -- Z [ ]  1,1,)rl,), 25oz(j)! ..... n~, ~ .  
i =  1 " "" ~ n  " 

Die Summe l~iuft dabei fiber alle zl i) m i t t  = 1 . . . .  n und i =  1 . . . .  ~, die die Be- 

~ i dingungen ~ z} ~ = as(r) ffir alle t = 1 . . . .  n und t z} ~ = n i mit i = 1 . . . .  ~ erffillen. 
i = 1  t = l  

Dieser Ausdruck laBt sich vereinfachen 

ni ! n2 ! ..... he! l~ 1 
[~,c~3(ni ,  ... no)l - 1~(~)2a2(r) ..... na.(r) ~ ~ ~-(i)l Z(~)l ..... ~:(i)l " 

i = 1  ~ 1  �9 " - n  ' 

Mit der Ordnung  der Klasse ~,:  

n! 
1~1 = 1, ~(~)a l(r)[ 2~2(~)az(r)! ..... n~.(~)a,(r)! 

ergibt sich schliel31ich 

[ ~ n [  [ ~ r  ( '~ ~ ( / ' / 1  . . . .  nQ)[ a i (r) ! a 2 (r) ! . . . . .  a , (r)  ! 
= Z . . . . .  . . . . .  . . . . . .  

. . . .  ~ 2  - ~ n  " 
(8b) 

( I  a,(r)!  
= Z t = l  "C} 1 ) '  �9 17} 2 ) !  . . . . .  "el 0 ) !  " 
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D a b e i  s i n d  d ie  N e b e n b e d i n g u n g e n  d e r  S u m m e  in  (8a)  d i e s e l b e n  wie  f/Jr die 

S u m m e  (8 b). W i r  k 6 n n e n  d a h e r  s e t z e n  z}i)= v~)(r), die  A u s d r f i c k e  (Sa) u n d  (Sb)  

s i n d  i d e n t i s c h ,  u n d  d ie  B e h a u p t u n g  (8) i s t  b e w i e s e n .  
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